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Resumo

Ao efetuarmos uma compra a prazo em prestacdes fixas e periddicas, o valor da
prestacao é calculado pela formula
CA+i)m™-i

T+ -1
onde P, C, i e n correspondem, respectivamente, aos valores da prestacdo, da
divida, da taxa de juros e do nimero de prestacfes. Trata-se de um resultado muito
simples para determinar a prestacdo conhecendo os outros valores, mas, se 0
resultado procurado for a taxa de juros, a tarefa torna-se um pouco mais dificil, pois
neste caso chega-se a uma equagéao polinomial de grau n + 1. Neste trabalho, além
de mostrar como surge a equacao polinomial em questdo, serdo expostos também
alguns métodos para resolvé-las, passando pelas formulas para resolver equacdes
guadraticas e cubicas até chegarmos ao método de Newton-Raphson para resolver
uma equacao qualquer e aplicarmos o resultado ao calculo da taxa de juros.

Palavras-chave: Equacéo polinomial. Juros compostos. Matematica Financeira.
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Abstract

When making a installment purchase in fixed and periodic installments, the
installment value is formed by the formula

_ca+n-i

A+ -1

where P, C, i and n correspond, respectively, to the installment, debt, interest rate
and number of installments.It is a very simple result to determine the installment
knowing the other values, but if the result sought is the interest rate the task
becomes a little more difficult, because in this case a polynomial equation of degree
n + 1 is arrived at. In this work, in addition to showing how the polynomial equation in
question arises, some methods to solve them will also be exposed, going through the
formulas to solve quadratic and cubic equations until we reach the Newton-Raphson
method to solve any equation and apply the result the interest rate calculation.

Keywords: Polynomial equation. Compound Interest. Financial Mathematics.

1 INTRODUCAO

A presente pesquisa tem como foco principal analisar quais tipos de férmulas
de equacdes polinomiais podem ser usadas para se calcularem as taxas efetivas de
juros, que é um dos objetos de estudo da matematica financeira.

Este trabalho estd dando mais foco a matemética voltada a area financeira.
Segundo Puccini (1977), a matematica financeira visa a realizar calculos nos fluxos
de caixa, fazendo uso das taxas de juros para obter valores equivalentes, fazendo
com que a tomada de decisdo seja mais assertiva.

Na matematica financeira temos uma férmula para calcular o valor de uma
prestacao dada:

CA+i)™-i

A+ —1
onde C é o valor do pagamento a vista, n € o numero de prestacfes e i € a taxa de
juros utilizada. Parcelando uma compra de R$ 1000,00 em 10 prestacdes mensais

com juros de 2% ao més, por exemplo, o valor da prestacéo corresponde a

_C(1+D™-i  1000-1,02*°-0,02  24,3798883998951426048 R$ 111.33
T+ dr-1 1,0210 — 1 ©0,21899441999475713024 e
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A aplicacdo da formula pode se tornar complicada quando temos que
encontrar a taxa de juros, pois nesta situacdo teremos uma equacao polinomial. Se
a equacao obtida for de 2° grau o problema sera resolvido pela férmula de
Bhéskara. Se for de 3° grau teremos a férmula de Tartaglia/Cardano, e para as de
4° grau existe 0 processo de Ferrari. Ja para as de grau maior do que quatro nao
existe uma formula como essas e para resolvé-las precisamos de outro método. No
que segue vamos mostrar como podemos usar o método de Newton-Raphson para

resolver o problema.

2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 A Formula de Bhaskara para equacdes de 2° grau

A formula de Bhaskara é um método para se resolverem equacdes
polinomiais do segundo grau, que carrega o nome de seu descobridor, 0 matematico
Acharya Bhaskara (1.114 a 1.185).

Essa féormula consiste em fazer uso apenas de seus coeficientes para
encontrar as raizes de uma equagédo do 2° grau e fundamentou-se na ideia

de buscar uma forma de reduzir o grau da equacao do 2° para o 1° através
da extracdo das raizes quadradas (GARBI, 2009, p. 23).

A forma geral da equacao do 2° grau é:
ax’+bx+c=0, a=*0.

Nesta férmula temos o coeficiente a que é o coeficiente quadratico, b é o
coeficiente linear e o ¢ € o coeficiente constante.

Abaixo temos a formula de Bhaskara, que, na verdade, ndo foi deduzida por
Acharya Bhaskara, mas sim pelos babilénios e em seguida pelos hindus, porém esta

férmula imortalizou seu nome e é usada para calcular as equacdes do 2° grau até os

dias de hoje.
—b +Vb? — 4ac
X =
2a

Como entdo resolver equagbes do segundo grau com a férmula de
Bhaskara? Para se resolver uma equacdo do segundo grau basta encontrar os
valores de x que fazem com que a equacao seja igual a zero. Existem trés etapas

para se resolver essa equacgao
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1° etapa: Para calcular as raizes de uma equacdo do segundo grau,
primeiramente, tem que calcular o valor numérico de A:
e Se 0 delta for menor que zero, a equacdo nao possuira resultados
reais, pois ndo existe raiz quadrada real de um namero negativo.
e Se 0 delta for maior que zero, possui dois resultados distintos reais.
e Se 0 delta for igual a zero, a equagao possui apenas um resultado real
ou possui dois resultados iguais.
2° etapa: Basta substituir os valores de A e dos coeficientes da equacéo do
segundo grau na formula.
3° etapa: Para calcular as raizes da equacdo devem ser realizados dois
calculos: o primeiro para o nUmero que seja positivo, e 0 segundo para 0 niamero
gue seja negativo.
—b + VA
- 2a

_—b—VA
 2a

!

X
"

Exemplo:

Calcular as raizes desta equacio x? + 12x — 13 = 0.

a=1,b=12ec =-13

A=b?—4ac =122 —-4-1-(—13) = 144+ 52 = 196

Tendo em maos o valor de Delta,

_—btVA 124196 -12+14

X 2a 2.1 2
C—12+14
X =——=1
—12 — 14
x=———=-13

Portanto, as raizes da equacao séo 1 e — 13.
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2.2 A Formula de Tartaglia/Cardano par equacdes de terceiro grau

Para entender como surgiu o método para se resolverem as equacdes de
terceiro grau temos que mencionar a histéria e a disputa entre Tartaglia e Cardano.
Girolamo Cardano nasceu na Itadlia no comeco do século XVI, foi um grande
cientista, também se dedicou a astrologia, acabou sendo acusado por heresia por
ter publicado o horéscopo de Jesus Cristo. Seu livro mais conhecido é o “Ars
Magna”.

Nicolo Fontana também nasceu na Itdlia, no comeco do século XVI, sua
infancia foi um pouco tragica, pois sua cidade, Bréscia, foi tomada por tropas
francesas. Acabou sendo gravemente ferido, e por consequéncia teve uma cicatriz
na boca, a qual prejudicava sua fala, e € dai que vem o apelido Tartaglia, que
significa gago.

Tartaglia teve grandes dificuldades para estudar, pois sua mée nao tinha
dinheiro para pagar seus estudos, mas sempre buscava aprender com 0S poucos
livros que conseguia. Enfim conseguiu seu sustento como professor de ciéncias em
diversas cidades da Italia e ao longo de sua vida publicou diversas obras utilizando
o codinome Tartaglia, e foi o primeiro a realizar calculos na técnica da artilharia
(GARBI, 2009, p. 36), mas so foi reconhecido pelas disputas com Cardano sobre as
equacOes de 3° grau.

O primeiro a descobrir uma férmula para resolver um tipo de equacéo de 3°
grau foi Scipione Del Ferro, cuja formula resolvia as questdes do tipo x3+ px2+qg=0.
Em seguida Tartaglia encontrou a formula geral do tipo x3+ px +q=0.

Ao saber que Tartaglia achou a solucéo geral do 3° grau, Cardano pediu para
gue ele Ihe revelasse para publicar em seu livro. Por sua vez, Tartaglia negou, mas
apoOs muitas suplicas da parte de Cardano enfim revelou a formula. No final Cardano
acabou publicando seu livro, no qual continha a féormula de Tartaglia. Tartaglia o
denunciou, mas de nada adiantou pois a férmula traz até hoje o nome de Cardano.

De acordo com Garbi (2009), uma equacdo de 3° grau em sua forma geral
ay®+ by? + cy+d =0 sempre pode ser reduzida para a forma x3+px+q =0,
bastando para isso fazer a substituicdo de variaveis y = x — b/3a. A férmula de
Tartaglia se aplica especificamente a equacdo x3+px+q =0, e segundo ela

temos:
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Um pequeno exemplo tirado do livro “O Romance das Equagdes Algébricas”
(GARBI, 2009) pode simplificar o entendimento:

“sejaaequacdox® —6x—9=0;p=—-6eq=-9
—39+ <9)2+( 6)3+39 (9)2+< 6)3_39+ 49 719 |49
=127 J\2 3 27 J\2 3) T 27 e T 27

319+7 3(9-—7
=j +j > =V¥8+3V¥1=2+1=3.

2

vemos que o resultado é 3.7

2.3 O Método de Ferrari para as equac0des de 4°grau

O Método de Ferrari desenvolvido pelo matematico italiano Lodovico Ferrari,
nascido em Bolonha na Italia, foi desenvolvido numa época na qual era de costume
dos matematicos fazerem desafios entre eles. Foi proposta a Ferrari a seguinte
equacao:

x* + 6x% — 60x + 36 = 0.

Antes de passarmos o raciocinio de Lodovico para resolver esta questéo, é
importante conhecer a equacéo geral do quarto grau. “A equagao geral do 4° grau
ay* + by® + cy? + dy + e = 0 sempre pode ser transformada em outra do tipo x* +
px?+qx+7r =0, fazendo y=x—b/a de modo a anular o termo de 3° grau”
(GARBI, 2009, p. 43).

Ferrari entdo buscou fazer com gque houvesse polinbmios quadrados perfeitos
dos dois lados da igualdade. “Se tal agrupamento fosse possivel seriam extraidas as
raizes quadradas, cair-se-ia em equacgdes do 2° grau e o problema estaria resolvido”
(GARBI, 2009, p. 43). E entdo equacao foi escrita desta forma:

x*+(p+a)x>+ (T +p)=ax?—qx+p)

Para que os dois lados desta equacdo sejam quadrados perfeitos €

necessario que o discriminante dos dois trinbmios sejam iguais a zero, 0 que Nos
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a® —2pa®+ (p?—4r)a—q* =0

“Como as equagdes de 3° grau podem ser resolvidas, acha-se a, em seguida
B e extraem-se as raizes quadradas” (GARBI, 2009, p. 44).

Para qualquer sinal, sendo ele positivo ou negativo, existe uma equacao
polinomial de 2° grau, cada uma com duas solu¢des. Sendo assim a formula oferece

4 raizes, do mesmo jeito que funciona a férmula de Bhaskara.

2.4 O método de Newton-Raphson

Primeiramente, ndo € possivel estabelecer uma féormula geral para as
equacdes de grau maior do que quatro, como provaram Galois e Abel, além do fato
de que a formula de Tartaglia pode nos levar a um paradoxo que impossibilita a
calcular suas raizes (Garbi). Dai se torna necessario outro método.

O meétodo Newton-Raphson, desenvolvido por Isaac Newton e Joseph
Raphson, visa calcular a raiz da funcéo fazendo uso da derivada. Este método é
usado para obter as raizes de qualquer funcao real f e parte do pressuposto de que
dado um x, qualquer, a reta que tangencia a funcdo em (x,, f(x;)) tem uma

raiz x, + 1 que esta entre x,, e uma raiz de f , como podemos ver na figura:

'y

Agora, por definicdo temos

0 que nos leva a
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Chega-se assim a uma sequéncia numerica que sempre converge para uma

raiz de f(x), qualquer que seja o ponto de partida x;.

3 METODOLOGIA

Na presente pesquisa usamos a abordagem quantitativa para avaliar de
forma rigorosa os métodos utilizados e permitir uma analise direta dos resultados.
Foi feita uma revisdo de literatura, na qual reuniram-se fontes de pesquisa para
encontrar dados como artigos e textos cientificos necessarios para o embasamento
deste trabalho. A técnica para a coleta de dados de tal embasamento foi a pesquisa
em base de dados de artigos no Google Académico, pois com esta técnica
conseguimos abranger uma variedade de pesquisas. No entanto esta plataforma na
qgual a coleta foi feita ndo ha nenhum tipo de critério.

Usamos este tipo de andlise para diferentes métodos na aplicacdo de
formulas de equacbes polinomiais de diferentes graus. Foi usado material
bibliografico sobre matematica financeira e matematica em geral, mas em grande
parte usamos o livro “O Romance das Equacfes Algébricas” (GARBI, 2009), pois
tinha grande parte do material que era necessario para o desenvolvimento deste
trabalho, sendo devidamente citado e referenciado.

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Suponhamos que uma compra de R$ 1.000,00 foi parcelada em 12
prestacdes mensais de R$ 100,00. Para obter a taxa de juros utilizada substituimos

os valores acima na férmula, obtendo assim:

CA+D i ~1000(1 + )2+

1000(1 + )2 - i
=— - = = .
a+imr-1 1+i2-1

=((1+i)1%2-1
+0 100

Fazendo a substituicdo de variaveis x = 1 + i temos

x12—-1=10x2(x—-1) 2> x2 -1 =10x"2 - 10x'? = 10x*3 — 11x2 + 1 = 0.
chegando assim a uma equacéo polinomial de grau 13.
Para resolver o problema vamos considerar a fungao

f(x) =10x13 —11x12 + 1,
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cujas raizes coincidem com as raizes do polinbmio acima. A derivada da funcéo &

'™ =130x12 — 132411,
e aplicando a férmula temos;

C10x, —11x,2 4+ 1 130, — 132,12 — 10x, " + 11x,2 — 1
X1 = X T TR0x 12 135,11 130x,1% — 132x,11
 120x, - 121x,2 — 1
~ 130x,12 — 132x,?

Tomando x; = 1,1 temos;

120x, % — 1212, — 1

Y2 = T30k, — 1325, 0081369,
_ 120x213 _ 121x212 -1 10471467
3= 130x,12 — 132x,11  ~ ,
120x3"3 — 121x3%2 — 1 _
Y= T 300,12 — 132,11 0352813,
120x,"3 — 121x,72 — 1 _
*s = 130,12 — 132x,11 - 0303015,
_ 120x5"° —121x52 =1 1,029273
Y6 = 130xc12 — 132x:11  ~ )
120x5" — 121x62 — 1 _
X7 = T130x,7 — 132xg11 10292286,
120x,"3 — 121x,"2 — 1 _
%8s = "130x,12 — 132511 - 0292285,
120xg13 — 121xg12 — 1
o = 1,0292285.

130xg1% — 132x511

Quando o resultado se repete, jA se pode parar o processo. Dai temos que x =

1,0292285 é uma raiz da funcgéo, e voltando ao exemplo inicial temos
i =x—1=0,0292285 = 2,92285% ao més.

Para confirmar o resultado vamos substituir o resultado na férmula de prestacéao.

Temos:
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_ C(1+D)™i _ 1000-1,02922852-0,0292285 _ 41,299821176911079623581218891054 __
T @+)n-1 1,029228512—1 T 0,41299831250016523679221372602267

99,99997560981452181693842223314 = R$ 100,00.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Como mostrado anteriormente, uma Unica formula que abordamos para
calcular o valor de uma prestagédo fez com que um grande leque de possibilidades
de resolucéo se abrisse, fazendo com que diferentes tipos de formulas de resolucéo
de equacdes polinomiais fossem explanadas neste trabalho, sendo elas os métodos
necessarios para conseguirmos ter a resolucéo do problema apresentado.

O presente trabalho teve enfoque na éarea financeira, a qual tem extrema
importancia para a tomada de decisbes das empresas. E a matematica financeira
que serd usada como ferramenta para conseguir os resultados que ajudardo a
empresa a ter uma tomada de decisdo mais assertiva, trazendo uma maior

rentabilidade e possibilitando a maximizacao dos resultados.
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